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В пособии рассматривается модуль курса дискретной математики: бинарные 

отношения. Показаны различные способы задания бинарных отношений, переход от 

одного способа задания бинарного отношения к другому, операции над бинарными 

отношениями, свойства бинарных отношений на множестве. Отношения эквивалентности 

и классы эквивалентности на множестве. Отношение толерантности. Отношение порядка.  

Теория иллюстрируется многочисленными простыми примерами, в которых 

обобщаются и развиваются ключевые идеи курса, что делает её доступной школьнику. 

Каждая глава заканчивается набором упражнений после каждого пункта есть вопросы для 

самоконтроля. Для проверки усвоения материала предлагается проверочный тест по теме 

«Бинарные отношения » 
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Глава1.  Бинарные отношения. 
 

1.1. Бинарное отношение между множествами и способы его задания. 

 

Определение. 

Пусть A и B произвольные множества.  Декартовым произведением 

(прямым произведением) множеств А и B называется множество 

всевозможных упорядоченных пар, в которых первый элемент принадлежит 

множеству A, а второй – множеству В. 

А В = {(x,y): х   А, y   В} 

Здесь важно, что пары имеются в виду упорядоченные: (х,у) и (у,х) - это 

разные пары (если x у).  

Множество А А называется декартовым квадратом  множества А и 

обозначается через А
2
.  

Пример 1. 

1. Пусть А = {1,2}, В = {1,3,4}. 

Тогда А В={(1,1),(1,3),(1,4),(2,1),(2,3),(2,4)} (рис. 1), 

 Рис. 1. А В 

В А={(1,1),(1,2),(3,1),(3,2),(4,1),(4,2)}, 

А А =А
2
={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}  

2. Пусть А = {a,b,c,d,е,f,g,h}, В = {1,2,3,4,5,6,7,8}. Множеству А В 

соответствует множество клеток шахматной доски. 

3. Пусть А =[0,1].  Множество А A = {(x,y): 0≤ х ≤1, 0≤ y ≤1} –это 

множество точек на  плоскости, имеющих неотрицательные координаты, не 

превосходящие единицу (рис.2). 
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 Рис. 2. А А 

Координатное представление точек плоскости  предложено французским 

математиком Рене Декартом (R. Descartes, 1596-1650). Исторически оно 

является первым примером прямого произведения и именно поэтому прямое 

произведение называют декартовым. 

4. Множество дат типа «9 мая» можно рассматривать как декартово 

произведение множеств А=            и В= январ   еврал     ека р  . 

Когда говорят о родстве двух человек, то подразумевают, что есть некая 

семья, к членам которой они относятся. Упорядоченная пара таких людей 

отличается от других упорядоченных пар людей тем, что между ними есть 

некое родство (брат, сестра, отец, и т. д. ). Отношение – это связь между 

любыми объектами в природе. 

В математике среди всех упорядоченных пар декартова произведения 

А  В двух множеств А и В тоже выделяются некоторые пары в связи с тем, 

что между их компонентами есть некоторые «родственные» отношения, 

которых нет у других.  

В качестве примера рассмотрим множество А учеников какого-нибудь 

института и множество В читаемых там курсов. В прямом произведении 

А В можно выделить большое подмножество упорядоченных пар (х, у), 

обладающих свойством: студент х слушает курс у. Построенное 

подмножество отражает отношение «слушает», естественно возникающее 

между множествами студентов и курсов.  

Для строгого математического описания любых связей между 

элементами двух множеств мы введем понятие бинарного (двуместного) 

отношения.  

Определение. 
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Бинарным отношением между множествами А и В называется 

подмножество R прямого произведения А   В. В том случае, когда А = В 

говорят просто об отношении R на А.  

Если R — бинарное отношение между множествами А и В (между 

элементами множеств A и B), где (x, y)   R, то говорят, что элемент x   А 

находится в отношении R с элементом y   В. Тот факт, что элемент x 

находится в отношении R с элементом y записывают иногда так: xRy. Из 

того, что x находится в отношении R с y не следует, что y находится в 

отношении R с элементом x. Для отношения R обратным является отношение 

R
-l  B   A. 

Таким образом, бинарное отношение R на множествах А и В есть 

произвольное подмножество упорядоченных пар (x,y), где x   А, y   В. 

В дальнейшем, если не будет специально оговорено, то под «отношением» 

будем понимать бинарное отношение. 

Пример 2.  

Неравенство < является отношением на множестве   (а также на   и на 

  ). Число 2 находится в отношении < с числом 5, но число 5 не находится в 

этом отношении с 2. 

Пример 3. 

Равенство = и неравенство   являются бинарными отношениями на 

любом множестве А. Каждый элемент множества А находится в отношении 

= с самим собой и в отношении   со всеми остальными.  

Пример 4. 

Пусть А -.множество всех прямых на плоскости. Можно определить  

отношение параллельности    на А:        означает, что прямая    

параллельна прямой    . 

В школе подробно изучают отношения  х = у, х   у,  х > у, х < у, х < у,  

 у = sinx, у = cosx, у = tgx, у = ctgx, у = log2x, у = х
n
 и другие. Графики прямых 

и обратных бинарных отношений, определенных на множестве 

действительных чисел, симметричны относительно биссектрисы I и III 
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четвертей. Это свойство обратных бинарных отношений используют при 

построении графиков обратных функций у = log2x и у=2
х
;у = х

2
и у =  , где х 

  0. 

 

1.2 Способы задания бинарных отношений. 

Бинарное отношение между конечными множествами может быть 

задано одним из следующих способов:  

¶ характеристическим свойством (с помощью подходящих 

предикатов);  

¶ перечислением (как множество упорядоченных пар);  

¶ как ориентированный граф;  

¶ как матрица или таблица отношения; 

¶ график отношения (только для подмножеств R
2
). 

Пример 5. 

Множество R = {(х, у) : x — делитель у} определяет отношение на 

множестве А = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Найти все упорядоченные пары, ему 

принадлежащие. 

Решение: 

Зададим R как множество упорядоченных пар: (1, 1), (1, 1), (1, 2), (1, 3), 

(1, 4), (1, 5), (1, 6), (2, 2), (2, 4), (2, 6), (3, 3), (3, 6), (4, 4), (5, 5) и (6, 6).  

Теперь мы познакомимся с двумя более удобными способами 

перечисления упорядоченных пар, принадлежащих данному отношению. 

Первый из них основан на понятии «ориентированный граф», а второй 

опирается на матрицы или таблицы  
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Пусть А и В — два конечных множества и R — бинарное отношение между 

ними. Мы изобразим элементы этих множеств точками на плоскости. Для 

каждой упорядоченной пары отношения R нарисуем стрелку, соединяющую 

точки, представляющие компоненты пары. Такой объект называется 

ориентированным графом или орграфом, точки же, изображающие элементы 

множеств, принято называть вершинами графа.  

Вернёмся к примеру 1, зададим отношение ориентированным графом. 

Поскольку R — отношение на множестве А = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, то 

ориентированный граф будет иметь шесть вершин. Он приведен на рисунке: 

  

Граф отношения делимости. 

Так как отношение есть множество (пар), то любые операции над 

множествами можно применять к отношениям. Если R1 и R2 -отношения  

на множестве A , то R1 R2, R1 R2 и т.д. - тоже отношения на A. Обратное 

отношение R
-1

 к отношению R определяется  следующим образом: 

R
-1

 = {(х, у) : (y,x)   R} 

На рисунке показаны графы двух отношений на множестве А={a, b, c} и 

результаты различных операций над ними.  

 



9 

                     

Отношение на конечном множестве можно также представить в форме 

таблицы. Предположим, что мы хотим определить бинарное отношение R 

между множествами А и В. Необходимо обозначить элементы множеств и 

выписать их в каком-нибудь порядке. Сделаем это так: А = {a1, а2, ..., an}, В = 

{b1, b2, ..., bm}.  

Для определения отношения R заполним таблицу M с n строками и m 

cтолбцами. Строки «перенумеруем» элементами множества  A, а столбцы — 

элементами множества В в соответствии с порядком, в котором мы выписали 

элементы. Ячейку таблицы, стоящую на пересечении i-той строки и j-того 

столбца будем обозначать через М(i, j), а заполнять ее будем следующим 

образом:  

М(i, j) = 1, если (аi, bj)   R,  

M(i, j) = 0, если (аi, bj)  R.  

Для приведенного выше  примера 5 отношения делимости таблица 

получается такая: 
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Матрицей бинарного отношения на множествах X и Y называется матрица 

порядка m   n, в которой элемент qij, стоящий на пересечении i-ой строки и j-

го столбца определяется так: 

qij= 
             

                     
    

Обозначение: [R]. Для приведенного выше примера 5 отношения делимости 

матрица получается такая: 

[R]= 

                       
                     
                     
                     
                     
                     

 . 

Пример 6. 

Пусть X = {1,2,3,4}. Зададим на множестве X бинарное отношение Р: x ≤ y.  

Матрица отношения Р имеет вид: 

 

График отношения Р.                                         Граф отношения Р. 

                                  

Вопросы для самоконтроля. 

1. Дать определение декартова произведения двух множеств.  

Важен ли порядок элементов в паре? 

2. Дать определения бинарного отношения. Привести примеры  

3. Какими способами можно задать бинарное отношение? Привести 

пример бинарного отношения, задать его различными способами. 
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Упражнения 

 

1. Построить декартово произведение M   N, если M = {a, b, c} и  

N = {a, d, e}.  

2. Даны множества А = {1, 2, 3}, В = {х, у, z}, С- {а; с}.  Запишите 

декартовы произведения множеств:  

а) А В;    б) В А    в) А  С;     г) С В;     д) В   С;    е) С А  

 Верно ли, что для декартова произведения справедлив переместительный 

закон?  

3. Пусть A – множество слов толкового словаря В. Даля. Связаны ли 

бинарным отношением 

1) однокоренные слова; 3) соседние слова; 

2) антонимы;                   4) наречия? 

4. Привести примеры бинарных отношений на множестве: 

1) натуральных чисел; 

2) целых чисел; 

3) действительных чисел. 

5. Привести примеры бинарных отношений на множестве: 

1) прямых пространства; 

2) окружностей плоскости; 

3) плоскостей пространства; 

4) точек прямой. 

6. Для указанных ниже отношений привести примеры пар, для которых 

выполняются отношения, и пар, для которых отношения не выполняются. 

Отношения, заданные на множестве точек действительной плоскости: 

а)R1- "находиться на одинаковом расстоянии от начала координат"; 

б)R2- "находиться на разном расстоянии от начала координат"; 
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в)R3- "находиться на одной и той же окружности с центром в начале 

координат"; 

г)R4- "быть симметричным относительно оси X". 

7. Для каждого из следующих отношений на множестве натуральных 

чисел N запишите упорядоченные пары, принадлежащие отношениям: 

а)R={(x,y): 2х + у=9}; 

б)S ={(х, у): х + у<7}; 

в)Т={(х,у): у = х
2
}. 

8. Пусть R — отношение на множестве {1, 2, 3, 4}, определяемое 

условием: хRу тогда и только тогда, когда х+2y нечетное число. Представьте 

R каждым из способов:  

а) как множество упорядоченных пар;  

б) в графической форме;  

в) в виде матрицы.  

9. Если A = {a, b, c ,d}, B = {1, 2, 3}, то матрица отношения R 

 

Задайте отношение перечислением элементов и ориентированным графом. 

10. Пусть M – множество вещественных чисел. A – отношение “быть не 

меньше”: x  y;B – отношение “быть не равным”: x   y. Что значит A ∩ B ? 

11. Пусть M – множество вещественных чисел. A – отношение “быть 

больше": x > y, B – отношение “быть равным": x = y. Что значит A   B ? 

12. Даны множества Х= {-2, -1, 4, 5} и У= {-2, 0, 6}. Известно, что х   X, у 

  У. Составьте отношения и постройте графики указанных отношений:  

а) х + у > 0;      б) х - у < 0;     в) х + у < 0;    г) х - у > 0;     д) ху > 0;   е) ху < 0. 
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13. Пусть отношение A “быть севернее”, B – "быть западнее". Что значит 

A ∩ B ? 

14. Пусть R отношение «...родитель...», а S отношение «...брат...» на 

множестве всех людей. Дайте краткое словесное описание отношениям:  

R
-1

, S
-1

. 

15. Пусть R - отношение «...дед...», а S - отношение «...сын...» на 

множестве всех людей. Дайте словесное описание отношениям: R
-1

, S
-1 

. 

16. Пусть R - отношение «...дочь...», а S - отношение «...бабушка...» на 

множестве всех людей. Дайте словесное описание отношениям: R
-1

, S
-1

. 

17. Пусть R - отношение «...племянница...», а S - отношение «...отец...» на 

множестве всех людей. Дайте словесное описание отношениям: R
-1

, S
-1

. 

18. Пусть R - отношение «сестра...», а S - отношение «мать...» на 

множестве всех людей. Дайте словесное описание отношениям: R
-1

, S
-1

. 

19. Пусть R - отношение «...мать...», а S - отношение «...сестра...» на 

множестве всех людей. Дайте словесное описание отношениям: R
-1

, S
-1

.  

20. Является ли данное отношение на множестве месяцев года бинарным: 

1) множество пар месяцев одного времени года; 

2) множество летних месяцев; 

3) множество пар месяцев, один из которых следует за другим; 

4) множество месяцев отопительного периода. 

21. Задайте перечислением (как множество упорядоченных пар) бинарное 

отношение T, заданное на множестве M = {a, b, c, d, e, f} 
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22. Задайте перечислением (как множество упорядоченных пар) бинарное 

отношение T, заданное на множестве M = {a, b, c, d, e, f}. Составьте матрицу 

отношения. 

 

23. Задайте перечислением (как множество упорядоченных пар) бинарное 

отношение T, заданное на множестве M = {a, b, c, d, e, f}. Составьте матрицу 

отношения. 

 

24. Пусть X = {2,4}, Y = {2,3,4,6}.На множествах X и Y задать  

бинарное отношение  Q:  y делится на x  (вторая компонента делится на 

первую): 

а) характеристическим свойством; 

б)перечислением (как множество упорядоченных пар);  

в)как ориентированный граф;  

г)матрицей отношения; 

д)таблицей отношения; 

е)графиком отношения. 
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25. Выпишите упорядоченные пары, принадлежащие следующим 

бинарным отношениям на множествах А= {1,3,5, 7}и B = {2, 4, 6}:  

а) R = {(х, у): х + у = 9};                                б) V = {(x, у): х< у). 

26. Рассмотрите генеалогическое древо, изображенное на рисунке. 

Выпишите упорядоченные пары, находящиеся в следующих отношениях на 

множестве Р членов этой семьи 

1) R = {(х,у): х — дедушка у}; 

 2) S = {(x, у): x — сестра у} 

 

27. Задайте бинарное отношение из примера 25 

а) ориентированным графом; 

б) таблицей; 

в) матрицей. 

28. Пусть  X = {а,е,и,о}, и Y = {б,з,п}. Задать на множествах X и Y  

бинарное отношение Q: буква x стоит в алфавите после буквы y: 

а)перечислением (как множество упорядоченных пар);  

б)как ориентированный граф;  

в)матрицей отношения. 
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29. Пусть отношение R-«быть отцом», определённое на множестве людей 

М={a, b, c, d, e, f, g, h}, представлено схемой. Задать перечислением данное 

отношение. Определить родственные отношения между следующими 

парами: (a,b), (a,d), (b,c), (b,d), (b, h), (c,d) 
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Глава2.  Свойства отношений. 
 

2.1. Рефлексивность, симметричность, кососимметричность 
 

Существует бесконечное множество бинарных отношений самой 

разнообразной природы. Например, среди отношений родства на множестве 

людей можно выделить отношения «быть родственником», «быть братом», 

«быть отцом» и т.д. В математике: «быть кратным», «быть параллельным», 

«быть обратным» и т.д. Кажется, что невозможно ориентироваться в этом 

многообразии отношений. 

Однако выделяют несколько специальных свойств бинарных 

отношений, которые позволяют подразделить все основные отношения на 

сравнительно небольшое число типов и тем самым изучать не каждое 

отношение отдельно, а сразу множество отношений одного и того же типа. 

Эти свойства лежат в основе классификации бинарных отношений на 

множестве. 

Рефлексивность  

Рассмотрим бинарное отношение Q на множестве X. 

Определение. 

Бинарное отношение Q на множестве X называется: 

¶ рефлексивным, если любой элемент множества X находится в 

отношении Q с самим собой, т.е. ∀x X  (x,x)   Q; 

¶ антирефлексивным (иррефлексивным), если ни для какого x X не 

выполняется (x,x)   Q. 

Указанные свойства бинарных отношений на множестве X называют 

рефлексивностью и антирефлексивностью. Если бинарное отношение не 

обладает ни свойством рефлексивности, ни свойством антирефлексивности, 

то оно является нерефлексивным. 

В случае одноэлементного множества  X = {x} граф рефлексивного 

отношения изображен на рисунке, граф антирефлексивного отношения 

состоит только из вершины x. 
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Рефлексивное отношение 

Приведем примеры рефлексивных отношений. 

Пример 1. 

¶ Бинарное отношение Q – «равенство» на  , т.е. равенство чисел, 

действительно, ∀x     x=x. 

¶ Бинарное отношение Q: x ≤ y («меньше, либо равно») на  . 

В матрице рефлексивного отношения на главной диагонали (q(i, j), где 

i=j) стоят только единицы. У ориентированного графа, изображающего 

рефлексивное отношение, каждая вершина снабжена петлей, т.е. стрелкой, 

начинающейся и заканчивающейся в одной и той же вершине. 

Рассмотрим множество M={a,b,c,d}. На рисунке приведены примеры 

рефлексивных (а), иррефлексивных (б) и нерефлексивных (в) бинарных 

отношений.  

 

 Приведем примеры антирефлексивных отношений. 

Пример 2. 

¶ Бинарное отношение Q: x ⊥ y («быть перпендикулярным») на 

множестве всех прямых. 

¶ Бинарное отношение Q: x < y («меньше») на  . 

¶ Бинарное отношение Q: A   B («строго включено»).  

В матрице антирефлексивного отношения все элементы главной 

диагонали равны нулю, граф антирефлексивного отношения не содержит ни 

одной петли. 
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Рассмотрим пример нерефлексивного отношения. 

Пример 3.  

Пусть X={0,1,2,3,4}. Бинарное отношение Q: x=x
2
 на множестве X. 

Зададим Q перечислением:  Q ={(0,0), (1,1)}. Поскольку не любой элемент 

множества X находится в отношении Q с самим собой, то отношение Q не 

рефлексивно. 

Следует отличать антирефлексивное отношение от нерефлексивного. 

Антирефлексивное отношение нерефлексивно, но не всякое нерефлексивное 

отношение антирефлексивно. 

Симметричность 

Определение  

Бинарное отношение Q на множестве X называется: 

¶ симметричным, если для любых элементов x, y множества X из того, 

что x находится в отношении Q с y, следует, что y находится в отношении Q 

с x, т.е. ∀x,y   X: (x,y)   Q ⇒ (y,x)   Q; 

¶ кососимметричным (антисимметричным), если его наличие между 

x и y, где x≠y, влечет за собой его отсутствие между y и x, т.е.∀x,y   X :  (x,y) 

  Q  и  (y,x)   Q ⇒ x=y. 

Соответствующие свойства бинарных отношений на множестве X  называют 

симметричностью и кососимметричнотстью (антисимметричностью). 

В случае двухэлементного множества  X = {x, y} граф симметричного 

отношения изображен на рисунке. 

 

Симметричное отношение. 

Рассмотрим примеры симметричных отношений. 

Пример 4. 

¶ Бинарное отношение Q – «равенство» на  ,  
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Действительно, пусть X =  , тогда ∀x,y     : x = y ⇒ y = x, т.е. Q 

симметрично. 

¶ Все бинарные отношения типа равенства или подобия в геометрии. 

Теорема 

Бинарное отношение Q на X симметрично тогда и только тогда, когда  

бинарное отношение на X , обратное к Q, совпадает с Q, т.е.Q симметрично 

⇔ Q
–1

 = Q. 

Из определения следует, что матрица симметричного отношения 

симметрична относительно главной диагонали, связь между вершинами в 

ориентированном графе симметричного отношения, если она есть, 

отображается парой противоположно направленных стрелок, т.е. вместе с 

каждой стрелкой из вершины х в вершину у имеет стрелку, направленную в 

обратную сторону: из у в х. Если отношение кососимметрично, то при 

наличии стрелки из вершины х в несовпадающую с ней вершину у, стрелка 

из у в х будет обязательно отсутствовать, график симметричного бинарного 

отношения на множестве X симметричен относительно диагонали множества 

X. 

Если бинарное отношение Q не обладает ни свойством симметричности, 

ни свойством кососимметричности, то  оно является несимметричным. 

Рассмотрим множество M  = {a,b,c,d}. На рисунках приведены примеры 

симметричных (а), кососимметричных (б) и несимметричных (в) бинарных 

отношений, заданных на множестве М.  

 

Рассмотрим примеры кососимметричных (антисимметричных) 

отношений. 

Пример 5. 

¶ Бинарное отношение Q: x ≤ y («не больше») на  . 
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Действительно, ∀x,y   X:  x ≤ y, y ≤ x ⇒ x=y, т.е. Q антисимметрично. 

¶ Бинарное отношение Р: x y («делится на») на  . 

Действительно, ∀x,y   X:  x y,  y x ⇒ x=y, т.е. Р антисимметрично. 

¶ Бинарное отношение L: x > y («больше») на  . 

Действительно,  ∀x,y   X: если x > y,  то неверно, что y > x,  т.е. L 

антисимметрично. 

Пример 6 

Что можно сказать о свойствах (рефлексивности, симметричности, 

кососимметричности) следующих отношений:  

а) «X делит у» на множестве натуральных чисел;  

б) «X   у» на множестве целых чисел;  

в) «количество лет х совпадает с возрастом у» на множестве всех людей.  

Решение:  

а) Поскольку х всегда делит сам себя, то это отношение рефлексивно. 

Оно, конечно, не симметрично, поскольку, например, 2 является делителем 6, 

но не наоборот: 6 не делит 2. Наконец, наше отношение кососимметрично, 

поскольку из предположений: х делит у и у делит х немедленно вытекает, что 

у = х.  

б) Так как высказывание «х   х» ложно, то это отношение не 

рефлексивно. Оно симметрично, поскольку х   у тогда и только тогда, когда 

у    х. Наше отношение не кососимметрично, поскольку из условий х   у  и 

у    х нельзя заключить, что х = у.  

в) Отношение этого пункта рефлексивно, так как возраст любого 

человека х совпадает с количеством прожитых им лет. Оно симметрично, 

поскольку высказывание «количество лет х совпадает с возрастом у» 

равносильно высказыванию «количество лет у совпадает с возрастом х».. Так 

как мы можем найти много ровесников, то данное отношение не 

кососимметрично.  

Рассмотрим  ещё примеры алгебраических бинарных отношений 

Пример 7. 
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Исследуем свойства бинарного отношения Q в том случае, когда оно 

задается следующим образом: ∀         выполняется 11 22 +
¢

+ b

b

a

a

 

Решение: 

Проверим свойства этого отношения: 

¶ Рефлексивность будет выполняться, поскольку 11 22 +
¢

+ a

a

a

a

 для 

любого ∀       

Данное отношение не будет антисимметрично, поскольку если мы 

возьмем       и    , то мы получим  

12

2

1)21(

21
22 +

¢
+  Ý  5

2

141

21
¢

+  Ý  5

2

5

2
¢

. 

Проверим выполнение условия в случае, когда     и       

1)21(

21

12

2
22 +

¢
+

 Ý  5

2

5

2
¢

 

Получили, что,        но при этом ba¸ . Отсюда следует, что 

данное подмножество не антисимметрично. 

¶ Проверим симметричность на конкретном примере. Предположим     

и     

Тогда получаем 2

1
0

11

1

10

0
22

¢Ý
+

¢
+ . Проверим вторую часть свойства: 1=a , 

0=b , тогда
0

2

1

10

0

11

1
22

¢Ý
+

¢
+ . 

Данное неравенство неверно, откуда мы делаем вывод, что данное 

отношение не является симметричным. 

Пример 8. 

Рассмотрим бинарное отношение Q:      на множестве  .. Оно 

показано на рисунке 
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¶ Рассмотрим свойство рефлексивности. Данное отношение будет 

обладать данным свойством, поскольку оно содержит биссектрису    . В 

этом легко убедиться:       на  . 

¶ Проверим симметричность. Данное отношение будет симметричным, 

если будет выполняться условие             

Рассмотрим пару чисел           . При подстановке их в левую часть 

условия, мы получаем 25135 >Ý-> . Подставим в правую часть, получаем 

43153 >Ý-> . Данное неравенство неверно, следовательно, отношение не 

обладает свойством симметричности. Графически данная ситуация показана 

на рисунке  

¶ Проверяем антисимметричность. Должно выполняться условие     

             . Возьмем для примера               . Получаем 

                              . Отсюда следует, что      

               . Неравенство верное, это значит, что отношение Q не 

обладает свойством антисимметричности. Данная ситуация отражена на 

рисунке. 

 

Пример 9. 
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Рассмотрим M– множество прямых на плоскости. Проверим свойства 

бинарного отношения R:        . 

Решение: 

¶ Данное отношение обладает свойством рефлексивности. Поскольку 

прямая x совпадает сама с собой, то она будет находиться в отношении Q 

сама с собой.  

¶ Проверим, свойство симметричности.         . На рисунке 

показаны прямая x и прямая y. Очевидно, что отношение будет 

симметричным, поскольку если               

 

¶ Рассмотрим свойство антисимметричности. Оно будет выполнятся, 

если             . Данное свойство не выполняется на множестве M 

поскольку, если прямая x параллельна прямой y, то и прямая y параллельна 

прямой x. 

Вопросы для самоконтроля. 

1. Какое бинарное отношение называется рефлексивным, 

антирефлексивным? 

2. Как на графе можно увидеть, что данное отношение рефлексивно? 

3. Какое бинарное отношение называется симметричным? 

4. Какое бинарное отношение называется кососимметричным? 

5. Может ли бинарное отношение на Х быть симметричным и 

кососимметричным? 

6. Как на графе можно увидеть, что данное отношение симметрично? 

7. Привести примеры симметричных и рефлексивных бинарных 

отношений. 
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2.2. Транзитивность отношений. Замыкание отношения. 

 

Рассмотрим ещё одно свойство отношений. 

Определение. 

Бинарное отношение Q на множестве Х называется: 

¶ транзитивным, если его наличие между x и y, y и z влечет его 

наличие между x и z, т.е. ∀x,y,z   Х: (x,y)   Q и (y,z)   Q ⇒ (x,z)   Q; 

¶ интранзитивным, если его наличие между x и y, y и z влечет его 

отсутствие между x и z, т.е. ∀x,y,z   Х:  (x,y)   Q и (y,z)   Q ⇒ (x,z)   Q. 

Соответствующее свойство бинарного отношения называется тран-

зитивностью и интранзитивностью. Если бинарное отношение не обладает ни 

свойством транзитивности, ни свойством нтранзитивности,  то  оно является 

нетранзитивным.   

В случае трехэлементного множества X = {x, y, z} и множества из 4 

элементов В= {1, 2, 3, 4} граф транзитивного отношения изображен на 

рисунках. 

                                        

Транзитивное отношение на множестве Х.       Транзитивное отношение на множестве В. 

 Орграф транзитивного отношения устроен так, что вместе со стрелками из 

вершины а в b и из b в c у него будет стрелка и из a в c. На рисунке 

приведены примеры интранзитивных (а), транзитивных (б) и нетранзитивных 

(в) бинарных отношений. 

 

Рассмотрим примеры транзитивных отношений. 
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Пример 1. 

¶ Бинарное отношение Q – «равенство» на   . 

Действительно, пусть X =  ,  тогда ∀ x, y, z   R x=y, y=z ⇒ x=z, т.е. Q 

транзитивно. 

¶ Бинарные отношения равенства и подобия в геометрии. 

¶  Бинарное отношение Q:  x ≤ y («не больше») на  . 

¶ Бинарное отношение Р:  x y («делится на») на  . 

¶ Бинарное отношение L:  x > y («больше») на  . 

Пример 2 

Исследовать  бинарное  отношение  на рефлексивность, симметричность 

и транзитивность: R = {(m; n) | m < n + 1}.  

Решение: 

¶ m < m + 1 – рефлексивно;  

¶ 1 < 3 + 1; но 3 > 1 + 1 – не симметрично;  

¶ 3 < 2 + 1 и 2 < 1 + 1   3 < 1 + 1 – не транзитивно. 

Пример 3. 

На множестве M = {a, b, c, d, e, f} построить бинарное отношение R, с 

заданными свойствами нерефлексивности, антисимметричности и 

нетранзитивности при условии, что (a,b)   R; (a,c)   R . 

Решение: 

Правильных решений этой задачи целое множество! Некоторые из них 

приведены на рисунке: 

 

 



27 

Пример 4. 

Определить  свойства  бинарного  отношения T,  заданного на 

множестве M= {a, b, c, d, e, f} 

 

Решение: 

Данное бинарное отношение обладает свойствами:  

¶ нерефлексивности (часть вершин имеет петли, часть – нет);  

¶ несимметричности (есть симметричные и антисимметричные дуги);  

¶ интранзитивности (бинарное  отношение  обладает  несколькими 

путями длины два, но, ни на один из них нет транзитивного замыкания). 

Пример 5. 

Исследуем бинарное отношение Q на транзитивность. Оно задается 

следующим образом: ∀         выполняется 11 22 +
¢

+ b

b

a

a

 

Решение: 

Проверим транзитивность, тогда должно выполняться следующее условие: 

11 22 +
¢

+ b

b

a

a

 и 

Ý
+

¢
+ 11 22 c

c

b

b

 11 22 +
¢

+ c

c

a

a

. 

Оно, очевидно, будет выполняться для любых элементов из множества 

R, тогда отношение транзитивно. 

Пример 6. 

 Пусть R = {(х, у) : х, у    , x — делитель у} определено на множестве  

А = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. Задать отношение различными способами и 

определить его свойства. 
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Решение: 

Зададим списком: R= {(1,1), (1,2), (1,3), …(1,9), (2,2), (2,4), (2,6), (2,8), 

(3,3), (3,6), (3,9), (4,4), (4,8), (5,5), (6,6), (7,7), (8,8), (9,9)}.  

Зададим отношение таблицей: 

 

Зададим отношение ориентированным графом: 

 

Свойства отношения R: 

· рефлексивно, так как х   х для "хÍА 

· несимметрично, поскольку, например, 2 - делитель 4, а 4 не является 

делителем 2;  

· кососимметрично, так как если x y ÍR и y x ÍR, то х=у.  

· транзитивно, так как (2, 4) и (4, 8) влечет (2, 8). 
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Пример 7. 

Пусть R = {(х, у) : х, у        , x и у имеют общий делитель} 

А={1,2,3,4,5,6,7,8,9}  

Задать всеми способами и определить свойства отношения R. 

Решение: 

¶ Зададим списком: R ={(2,2), (2,4), (2,6), (2,8), (3,3), (3,6), (3,9), (4,2), 

(4,4), (4,6), (4,8), (5,5), (6,2), (6,3), (6,4), (6,6), (6,8), (6,9), (7,7), (8,2), (8,4), 

(8,6), (8,8), (9,3), (9,6), (9,9)} 

Построим граф отношения:  

 

Построим таблицу отношения: 

 

Свойства отношения R- «иметь общий делитель»:   

¶ рефлексивно, так как выполняется аRа "аÍR;  

¶ Не антирефлексивно; 
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¶ симметрично, так как если пара (а, b) имеет общий делитель, то и пара 

(b, а) тоже имеет общий делитель; 

¶ не антисимметрично; 

¶ не транзитивно, так как, например, 2 и 6 имеют общий делитель, 6 и 9 

имеют общий делитель,  но 2 и 9 не имеют общий делитель, т.е. (2,6)ÍR, 

(6,9)ÍR  (2,9)ÍR.  

Пример 8. 

Рассмотрим бинарное отношение Q:      на множестве  .. Оно 

показано на рисунке. Исследуем его на транзитивность. 

 

Проверим свойство транзитивности. Должно выполняться условие; 1->xy  

и 11 ->Ý-> xzyz . Возьмем для примера значения                ,. 

Получаем: если 45.4155.4 >Ý->  и 5.3415.44 >Ý-> , то отсюда следует, 

что 44154 >Ý-> . Поскольку неравенство строгое, это утверждение 

неверно. Отсюда мы делаем вывод, что данное отношение не является 

транзитивным. Графическая интерпретация показана на рисунке 
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Пример 9. 

Рассмотрим множество F – множество фигур. Рассмотрим 

подмножество подобных фигур. Две фигуры называются подобными, если 

фигуру A можно отобразить в фигуру A¡. Будем говорить, что А подобно A¡ 

с коэффициентом подобия k. 

Рассмотрим бинарное отношение   : xyxFyx ÚÍ" 3, r  и y  

подобны. Далее слово подобие мы будем заменять символом «~». 

Рассмотрим его свойства. 

Решение: 

¶ Проверим свойство рефлексивности. xxxxFx ~3 ÝÍ" r . 

Нетрудно понять, что любая фигура подобна сама себе, то есть коэффициент 

подобия у нее равен 1. Отсюда следует, что подмножество    обладает 

свойством рефлексивности. 

¶ Рассмотрим свойство симметричности. xyyxFyx 33, rr ÝÍ" , то 

есть если xyyx ~~ Ý . Если фигура x подобна фигуре y с коэффициентом k, 

то фигура y подобна фигуре x с коэффициентом 1/k (обратное отображение). 

Отсюда следует, что данное множество обладает свойством симметричности. 

¶ Проверим транзитивность. Должно выполняться следующее условие: 

yxFzyx 3,, rÍ"  и zxzy 33 rr Ý , то есть если yx ~  и zy ~  то zx ~ . 

Пусть фигура x подобна фигуре y с коэффициентом k1, а фигура y подобна 

фигуре z с коэффициентом k2. Тогда фигура x подобна фигуре z с 

коэффициентом k1·k2. Это значит, что данное отношение транзитивно. 

¶ Проверяем антисимметричность. Данное свойство выполняется, если 

yxFyx 3, rÍ"  и xyyx 3rÝ¸ , то есть если yx ~  и yx¸ , то xy ~ . Как 

и в свойстве симметричности, если фигура x подобна фигуре y с 

коэффициентом k, то фигура y подобна фигуре x с коэффициентом 1/k. 

Отсюда следует, что фигуры подобны, значит, свойство антисимметричности 

не выполняется. 
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Если отношение R на множестве А не обладает тем или иным 

свойством, то его стоит попытаться продолжить до отношения R*, которое 

будет иметь нужное свойство. Под «продолжением» мы понимаем 

присоединение некоторых упорядоченных пар к подмножеству R   А А так, 

что новое полученное множество R* уже будет обладать требуемым 

свойством. Ясно, что исходное множество R будет подмножеством в R*. В 

том случае, если вновь построенное множество R* будет минимальным среди 

всех расширений R с выделенным свойством, то говорят, что R* является 

замыканием R относительно данного свойства.  

Более строго, R* называется замыканием отношения R относительно 

свойства Р, если  

1. R* обладает свойством Р;  

2. R  R*;  

3. R* является подмножеством любого другого отношения, 

содержащего R и обладающего свойством Р.  

Пример 10. 

Пусть А = {1, 2, 3}, а отношение R на А задано упорядоченными парами:  

R= {(1,1), (1,2), (1,3), (3,1), (2,3)}.  

Оно не рефлексивно, не симметрично и не транзитивно. Найдите 

соответствующие замыкания.  

Решение:  

Замыкание относительно рефлексивности должно содержать все пары 

вида (х, х). Поэтому, искомое замыкание имеет вид:  

R* = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (3, 1), (2, 3); (2, 2), (3, 3)}, где добавленные пары 

отделены от исходных точкой с запятой. Замыкание относительно 

симметричности должно содержать все пары, симметричные исходным. 

Значит, R* = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (3, 1), (2, 3); (2, 1), (3, 2)}. Чтобы найти 

замыкание относительно транзитивности, необходимо выполнить несколько 

шагов. Так как R содержит пары (3, 1) и (1, 2), замыкание обязано включать в 

себя и пару (3, 2). Аналогично, пары (2, 3) и (3, 1) добавляют пару (2, 1), а 
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пары (3, 1) и (1, 3) — пару (3, 3). Добавим сначала эти пары: R*   {(1, 1), (1, 

2), (1, 3), (3, 1), (2, 3); (3, 2), (2, 1), (3, 3)}.  

Теперь у нас возникло сочетание (2, 1) и (1, 2). Стало быть, замыкание R* 

должно содержать пару (2, 2). Теперь можно увидеть, что все необходимые 

пары мы добавили (хотя бы потому, что перебрали все пары из А
2
). 

Следовательно,  

R* {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (3, 1), (2, 3); (3, 2), (2, 1), (3, 3), (2, 2)}.  

Замыкание по транзитивности имеет массу приложений. Допустим, нам дан 

ориентированный граф, отражающий коммуникационную сеть. В этом 

случае матрица замыкания по транзитивности позволит нам определить, 

существует ли возможность переправить сообщение из одного места в 

другое.  

 

Вопросы для самоконтроля. 

1. Какое бинарное отношение называется транзитивным ? 

2. Привести примеры известных вам транзитивных отношений из курса 

алгебры. 

3. Привести примеры известных вам транзитивных отношений из курса 

геометрии. 

4. Привести примеры известных вам транзитивных отношений, заданных 

на множестве людей . 

5. Что называется замыканием отношения R относительно свойства Р? 
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Упражнения. 

 

30. На множестве натуральных чисел задано отношение равенства (а=b). 

Какими свойствами (рефлексивность, симметричность, кососимметричность) 

обладает это отношение? 

31. На множестве натуральных чисел задано отношение больше или равно 

(а≥ b). Какими свойствами (рефлексивность, симметричность, 

кососимметричность) обладает это отношение? 

32. Отношение R на  множестве всех книг библиотеки определили 

следующим образом. Пара книг a и b принадлежит R, если и только если в 

этих книгах есть ссылка на одни и те же литературные источники. 

Определите, является ли R:  

1)рефлексивным отношением;  

2)симметричным отношением;  

3)транзитивным отношением.  

33. Определите свойства отношения R – «быть начальником», R = {( a,b ) : 

a - начальник b}, заданного на множестве элементов структуры:  

 

34. Определить свойства бинарного отношения T, заданного на множестве 

M = {a, b, c, d, e, f}  
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35. Определить свойства бинарного отношения T, заданного на множестве 

M = {a, b, c, d, e, f} 

 

36. Определить свойства бинарного отношения T, заданного на множестве 

M = {a, b, c, d, e, f}  

 

37. Объясните, будут ли выполнимы свойства отношений на заданном 

множестве людей и почему:  

а) «быть знакомым»;                       г) «встречаться»;  

б) «быть отцом»;                             д) «быть другом»;  

в) «поздравлять с праздником»;    е) «быть ровесником». 

38. Изобразите граф с пятью вершинами, соответствующий 

рефлексивному симметричному и нетранзитивному отношению.  

39. Изобразите граф с пятью вершинами, соответствующий 

антирефлексивному, несимметричному и транзитивному отношению.  

40. Пусть Х –  множество  жителей  Тамбова и R –  бинарное отношение на 

Х. Выяснить его свойства.   
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a) х R у ⇔ х знает у  

б) х R у ⇔ х  родственник у  

c)  х R у ⇔ х  начальник у  

д) х R у ⇔ зарплата х не меньше зарплаты у 

41. Определить свойства бинарного отношения по его графу: 

  

42. Выяснить,  является ли отношение Р рефлексивным, симметричным, 

антисимметричным, транзитивным:  

а) Р определено на множестве   , (х, у)  Р ⇔  x
2
 + y

2
 = 1;  

б) P определено на множестве  , (х, у)  Р ⇔  x – y четно.  

43. Исследовать  бинарное отношение на рефлексивность, симметричность 

и транзитивность:  

а) R = {(m, n) | m, n    , m = n
2
}; 

б) R = {(х, у) | х, у     , х ≤ у}; 

в) R = {(х, у) | х, у     , х = у};   

г) R = {(m, n) | m, n     , m = 2n}; 

д) R ={(х, у) | х, у   , х > у}; 

е) R = {(m, n) | m, n     , m = n + 2}; 

ж) R = {(m, n) | m, n     , |m| = |n |}; 

з) R = {(m, n) | m, n     , m
3
 = n

3
}. 

44. Постройте транзитивные замыкания для графов а-в 
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45. На множестве кресел в театре определено отношение соседства: кресла 

a и b считаются соседними, если они стоят в одном ряду и их  номера 

отличаются на 1.  Будет ли это отношение  рефлексивным,  симметричным, 

транзитивным? Какое отношение будет  его транзитивным замыканием? 

46. Постройте бинарное отношение: 

а) рефлексивное,симметричное, не транзитивное; 

б) рефлексивное,кососимметричное, не транзитивное; 

в) рефлексивное,несимметричное, транзитивное; 

г) нерефлексивное,симметричное, транзитивное; 

47. На  множестве А задано  бинарное  отношение R. Необходимо 

изобразить  ориентированный граф, соответствующий отношению R и 

определить свойства этого отношения.  

Вариант Множество Отношение 

1.  {2, 3, 4, 5} R = {(a,b) | a < b} 

2.  {1, 2, 3, 4} R = {(a,b) |  a ≤ b} 

3.  {2, 3, 4, 7} R = {(a,b) | a b} 

4.  {2, 4, 6, 8} R = {(a,b) | a :b − четное } 

5.  {1, 2, 3, 4} R = {(a,b) | a − b <1} 

6.  {2, 4, 8,10} R = {(a,b) | (a − b) 3} 

7.  {1, 2, 5, 7} R = {(a,b) | (a + b) 3} 

8.  {2, 6,18, 30} R = {(a,b) | a :b − нечетное } 

9.  {1, 3, 7, 9} R = {(a,b) | (a + b) 4} 

10.  {6, 7, 8, 9} R = {(a,b) | b − a <1} 

11.  {3, 9,15, 21} R = {(a,b) | (a + b) 6} 

12.  {4, 8,16, 20} R = {(a,b) | a :b − четное } 

13.  {4, 8,16, 20} R = {(a,b) | b a} 

14.  {10,11,12,13} R = {(a,b) | a ≥ b} 

15.  {16,17,18,19} R = {(a,b) | a > b} 

16.  {12,13,14,15} R = {(a,b) | a > b} 

17.  {2, 6,10,14} R = {(a,b) | (a + b) 4} 

18.  {3, 9, 21, 27} R = {(a,b) | a :b − нечетное } 

19.  {2, 6,18, 30} R = {(a,b) | a b} 
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Глава 3. Отношения эквивалентности и частичного порядка 

 

3.1 Отношения эквивалентности. Классы эквивалентности. 

Бинарные отношения на произвольном множестве классифицируют, 

основываясь на  свойствах, которыми эти отношения обладают. 

Бинарное отношение на некотором множестве называют 

¶ эквивалентностью, если оно рефлексивно, симметрично и 

транзитивно; 

¶ толерантностью, если оно рефлексивно и симметрично; 

¶ частичным порядком, если оно рефлексивно, кососимметрично и 

транзитивно; 

¶ предпорядком, если оно рефлексивно и транзитивно; 

¶ строгим порядком, если оно антирефлексивно, антисимметрично и 

транзитивно; 

¶ строгим  предпорядком, если оно антирефлексивно и транзитивно. 

Взаимосвязь между классами бинарных отношений представлена на 

рисунке. 

 

Классы бинарных отношений на множестве. 
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Отношения толерантности, эквивалентности, предпорядка и частичного 

порядка – важнейшие в современной математике. 

Рассмотрим более подробно отношение эквивалентности. Оно является 

формализацией такой ситуации, когда имеется сходство (одинаковость)  

двух объектов, в некотором смысле обобщает понятие равенства. 

Эквивалентные элементы (т. е. находящиеся в отношении эквивалентности), 

как правило, обладают какими-то общими признаками.  

 

Приведем примеры отношения эквивалентности. 

Пример 1.  

¶ Отношение «… имеет те же углы, что и …» на множестве всех 

треугольников. Очевидно, треугольники эквивалентны относительно этого 

отношения тогда и только тогда, когда они подобны.  

¶ Отношение R заданное условием: xRy если и только если ху > О на 

множестве ненулевых целых чисел является отношением эквивалентности. 

При этом эквивалентные числа имеют одинаковый знак.  

¶ Отношение «… имеет тот же возраст, что и …» на множестве всех 

людей. «Эквивалентные» люди принадлежат к одной и той же возрастной 

группе.  

¶ Отношение параллельности прямых на плоскости – отношение 

эквивалентности. 

Примеры наводят на мысль, что если на множестве задано отношение 

эквивалентности, то все его элементы можно естественным способом разбить 

на непересекающиеся подмножества. Все элементы в любом из таких 

подмножеств эквивалентны друг другу в самом прямом смысле. Наличие 

такого разбиения — движущая сила любой классификационной системы.  
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Разбиением множества А называется совокупность непустых 

подмножеств A1, А2,  … An множества А, удовлетворяющих следующим 

требованиям: 

1. А=А1  А2  ….  Аn 

2. Ai  Aj=    при i  j 

Подмножества Ai называются блоками разбиения. Число n называется 

порядком разбиения. Диаграмма Венна разбиения множества А на пять 

блоков показана на рисунке. Заметим, что блоки изображены как лоскуты, не 

заходящие один на другой. Это связано с тем, что блоки разбиения не могут 

иметь общих элементов.  

 

Тривиальными разбиениями множества Х называются: 

¶ разбиение {Х}, состоящее только из самого Х; 

¶ разбиение, состоящее из всех одноэлементных подмножеств множества 

Х. 

Множество натуральных чисел N допускает следующие разбиения: 

¶ на два класса – класс четных чисел и класс нечетных чисел, т.е. 

N = Nчет.   Nнечет.; 

¶ на его одноэлементные подмножества, т.е. N = {1}   {2}   …; 

¶ разбиение, содержащее только один класс – само множество N, т.е. 

N = {N}. 

Последние два разбиения являются тривиальными. 



41 

Для разбиения конечного множества Х справедливо правило суммы:  

число элементов множества Х равно сумме числа элементов в каждом из  

подмножеств его разбиения. 

Признак, по которому производится разбиение, может  быть  любым. 

Например,  множество учеников можно разбить на подмножества по году 

рождения, по школе, которую они закончили, по классу, по полу и др.  

Пример 2. 

 Найдем все разбиения множества  А = {1,2,3,4}.  

1)  А1 = {1},  А2 = {2,3,4}  

2)  А1 = {2},  А2 = {1,3,4}  

3)  А1 = {3},  А2 = {1,2,4}  

4)  А1 = {4},  А2 = {1,2,3}  

5)  А1 = {1,2},  А2 = {3,4}  

6)  А1 = {1,3},  А2 = {2,4}  

7)  А1 = {1,4},  А2 = {2,3}  

8)  А1 = {1},  А2 = {2},  А3 = {3,4}  

9)  А1 = {1},  А2 = {3},  А3 = {2,4}  

10)  А1 = {1},  А2 = {4},  А3 = {2,3}  

11)  А1 = {2},  А2 = {3},  А3 = {1,4}  

12)  А1 = {3},  А2 = {4},  А3 = {1,2}  

13)  А1 = {2},  А2 = {4},  А3 = {1,3}  

14)  А1 = {1},  А2 = {2},  А3 = {3},  А4 = {4}  

Пусть  F –  разбиение  множества A .  Определим  отношение  R на A 

следующим образом: xRy   x и y принадлежат одной части разбиения.  

Очевидно, R – отношение эквивалентности. Оказывается, все отношения 

эквивалентности устроены подобным образом. 

Теорема  

Для  любого  отношения эквивалентности R на множестве А существует 

такое разбиение F этого множества, что два элемента множества находятся в 
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отношении R тогда и только тогда, когда они принадлежат одной части 

разбиения.  

Если на множестве A дано отношение эквивалентности, то оно 

разбивает это  множество на попарно непересекающиеся подмножества – 

классы эквивалентности.  

Определение 

Классом эквивалентности, порожденным элементом x (Ех), называется 

подмножество множества А, состоящее из тех элементов y, для которых x~y. 

(хRy, где R-отношение эквивалентности) Как правило, отношение 

эквивалентности обозначают ∼ и говорят ”эквивалентно“. Множество всех 

классов отношения эквивалентности R на множестве А называется фактор-

множеством множества А по отношению к R. 

Пример 3 

На множестве дробей А={1/2,  1/3;  1/4;  2/4;  2/6;  3/6} задано отношение 

равенства.  Определим, является ли оно отношением эквивалентности. 

Решение: 

¶ Оно рефлексивно, так как любая дробь равна сама себе.  

¶ Оно симметрично, так как из того, что дробь х равна дроби у следует, 

что и дробь у равна дроби х.  

¶ Оно  транзитивно,  так как из  того, что дробь  х равна дроби  у  и дробь  

у равна дроби z, следует, что дробь  х равна дроби z.  

Таким образом, отношение равенства дробей рефлексивно, симметрично  

и транзитивно и, значит, оно является отношением эквивалентности. 

 Множество можно разбить по признаку равенства дробей на три 

подмножества: {1/2, 2/4, 3/6}, {1/3, 2/6}, {1/4}, которые не пересекаются, а их 

объединение совпадает с множеством А,  т.е. имеем  три класса 

эквивалентности.  

Пример 4 
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На множестве целых чисел {1, 2, 3, 4, 5} рассмотрим бинарное 

отношение aRb  «числа а и b одной четности», то фактор-множество будет 

состоять из двух классов эквивалентности: А/R={{1, 3, 5}, {2, 4}}.  

¶ Если на  множестве всех студентов  в аудитории  рассмотреть бинарное 

отношение между  двумя  студентами – «сидеть  в одном ряду столов», то 

фактор-множество будет состоять из трех классов  эквивалентности, каждый 

класс составляют студенты одного ряда.  

¶ Если на множестве отрезков задать отношение равенства, то множество  

отрезков  разобьется  на  классы  равных  отрезков.  

¶  Множество  треугольников отношением подобия разобьется на классы 

подобных треугольников.  

¶ Верно и обратное утверждение: если какое-либо отношение, заданное 

на множестве Х, определило разбиение  этого  множества  на  классы,  то  это 

отношение эквивалентности.  

Пример 5. 

Рассмотрим на множестве Х = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} отношение 

«иметь один и тот же остаток при делении на 3». Оно порождает разбиение  

множества Х на классы: в один попадут все числа, при делении которых на 3 

получается в остатке 0 (это числа 3, 6, 9), во второй – числа, при делении 

которых на 3 в остатке получается 1 (это числа 1, 4, 7, 10), и в третий – все 

числа, при делении которых на 3 в остатке получается 2 (это числа 2, 5, 8).  

Действительно, полученные подмножества не пересекаются, и их 

объединение совпадает с множеством Х. Следовательно,  отношение  «иметь  

один и тот же остаток при делении на 3», заданное на множестве Х, является  

отношением эквивалентности  и ему соответствует следующее фактор-

множество {{3,6,9}, {1,4,7,10}, {2,5,8}}.  

Итак, имея  отношение эквивалентности на некотором множестве, мы 

можем разбить это множество на классы. Но можно поступить и наоборот: 

сначала разбить  множество на классы, а затем определить отношение 

эквивалентности, считая, что два элемента эквивалентны тогда, когда они 
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принадлежат одному классу рассматриваемого разбиения.  

Пример 6. 

Отношение R на множестве    задано условием: xRy, если и только если 

х — у — целое число. Докажите, что R — отношение эквивалентности и 

опишите классы эквивалентности, содержащие 0, 
 

 
,    . 

Решение: 

Так как х—х=0     для любого вещественного числа х, отношение R 

рефлексивно. Если х—у число целое, то и противоположное к нему у — х = 

—(х—у) является целым. Следовательно, R — симметричное отношение. 

Пусть х — у и у — z — целые числа, тогда х — z = (x — y)+(y — z) — сумма 

целых чисел, т. е. целое число. Это означает, что R транзитивно. Итак, мы 

показали, что R рефлексивно, симметрично и транзитивно, cледовательно, R 

— отношение эквивалентности. Класс эквивалентности Ех произвольного 

вещественного числа х определяется по формуле:  

Ех =» {z    : z — x — целое число}.  

Поэтому, Е0 =  ;  

E1/2 = {z    : z – 
 

 
 — целое число} = {…,- 

 

 
  
 

 
 
 

 
, 1
 

 
…..} 

    = {z      z —   — целое число} = = {…, -1 +  ,   , 1 +   , 2 +  , …}.  

 

Вопросы для самоконтроля. 

1. Какое бинарное отношение называют отношением эквивалентности. 

2. Привести примеры отношения эквивалентности на множестве 

действительных чисел. 

3. Привести примеры отношения эквивалентности на множестве 

геометрических фигур 

4. . Привести примеры отношения эквивалентности на множестве людей. 

5. Что называется классом эквивалентности? 

6. Что называется фактор-множеством множества А по отношению к R? 
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3.2 Отношение частичного порядка. 

 

Определим отношение порядка путем перечисления его свойств. 

 
Множество М, которое обладает отношением порядка, называется  

упорядоченным. 

 
 

Рефлексивное, транзитивное, но кососимметричное отношение R на 

множестве А называется частичным порядком. Частичный порядок важен в 

тех ситуациях, когда мы хотим как-то охарактеризовать старшинство. Иными 

словами, решить при каких условиях считать, что один элемент множества 

превосходит другой.  

Примеры частичных порядков.  

• «   » на множестве вещественных чисел;  

• «… делит…» на множестве натуральных чисел.  

Множества с частичным порядком принято называть частично 

упорядоченными множествами.  

Пример отношения строгого порядка  

•  «   » на множестве вещественных чисел;  

Если —R отношение частичного порядка на множестве A, то при х  у и 

хRy мы называем х предшествующим элементом или предшественником, а у 

— последующим. У произвольно взятого элемента у может быть много 

предшествующих элементов. Однако если х предшествует у и не существует 

таких элементов z, для которых xRz и zRy мы называем х непосредственным 

предшественником у и пишем х<у. Непосредственных предшественников 
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можно условно изобразить с помощью графа, известного как диаграмма 

Хассе. Вершины графа изображают элементы частично упорядоченного 

множества А, и если х < у то вершина х помещается ниже вершины у и 

соединяется с ней ребром.  

Диаграмма Хассе выдаст полную информацию об исходном частичном 

порядке, если мы не поленимся подняться по всем цепочкам ребер.  

Иногда также говорят, что у покрывает х.  

Пример 1 

Дано, что отношение «…делитель…» определяет частичный порядок на 

множестве А = {1, 2, 3, 6, 12, 18}. Составьте таблицу предшественников и 

непосредственных предшественников, после чего постройте 

соответствующую диаграмму Хассе.  

Решение.  

Таблица и диаграмма приведены ниже. 

 

Диаграмма Хассе. 

Рассмотрим свойства основных бинарных отношений Q и в соответствии 

с этим определим их вид. Результаты представлены в таблице: 
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Описание бинарного отношения Свойства Вид этого 

бинарного 

отношения 

1 

рефл 

2 

сим. 

3 

антиси 

4 

тран. 

хQ1 у Ú «х делит у», где х, у Í  . + - + + Отношение 

частичного порядка. 

хQ2 у Ú «х делит у», где х, у Í Z. - - - + - 

хQ3 у Ú «х делится на у», где х, у Í  . + - + + Отношение 

частичного порядка. 

хQ4 у Ú «х ¢ у», где х, у Í R. + - + + Отношение 

частичного порядка. 

хr5 у Ú «х = у», где х, у Í Х и Х – 

множество чисел.  

+ + + + Отношение 

эквивалентности. 

хQ6 у Ú «х  ̧у», где х, у Í  . - + - - - 

хQ7 у Ú «х = у», где х, у Í Х и  

Х – множество геометрических фигур.  

+ + + + Отношение 

эквивалентности. 

хQ8 у Ú «х подобно у», где х, у Í Х и Х – 

множество геометрических фигур.  

+ + - + Отношение 

эквивалентности. 

хQ9 у Ú «х = у», где х, у Í Х и Х – 

множество векторов.  

+ + + + Отношение 

эквивалентности. 

хQ10 у Ú «х коллинеарен у», где х, у Í Х, 

Х – множество всех векторов на плоскости 

(в пространстве).  

+ + - - - 

хQ11 у Ú «х коллинеарен у», где х, у Í Х, 

Х – множество ненулевых векторов на 

плоскости (в пространстве) 

+ + - + Отношение 

эквивалентности. 

хQ12 у Ú «х Ì у», где х Í Х, у Í Y, Х-

произвольное непустое множество, a Y-

множество, элементами которого служат 

некоторые подмножества множества Х. 

+ - + + Отношение 

частичного порядка. 

хQ13 у Ú «х É у», где х Í Х, у Í Y, Х-

произвольное непустое множество, a Y-

множество, элементами которого служат 

некоторые подмножества множества Х. 

+ - + + Отношение 

частичного порядка. 

Вопросы для самоконтроля. 

1. Какими свойствами обладает отношение порядка, частичного порядка, 

строгого порядка? 

2. Привести примеры отношений частичного порядка, отношения 

строгого порядка. 

3. Что показывает диаграмма Хассе? 
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Упражнения: 

 

49. Какие из  отношений,  представленных  графами  на  рисунке являются 

отношениями эквивалентности? 

 

50. На рисунке приведены графы отношений P, Q, S, T. Укажите среди них 

отношения эквивалентности.  

  

51. На множестве Х = {a, b, c, d, e} задано отношение Т = {(a, a), (a, b), (b, 

b), (b, a), (c, c), (c, d), (d, c), (d, d), (e, e)}. Доказать, что Т – отношение 

эквивалентности. Найти классы эквивалентности.  

52. На множестве A = {1, 2, 3, 4, 5} задано отношение эквивалентности Т. 

Оно определяет разбиение этого множества на классы эквивалентности: A1 = 
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{1, 3, 5}, A2 = {2, 4}. Построить граф отношения Т. Записать все 

упорядоченные пары чисел, принадлежащих этому отношению. 

53. На множестве Х = {1, 2, 3, 4, 5, 6} задано отношение S = {(1,1), (1,2), 

(2,1),  (2,2), (3,3), (4,4), (5,4), (5,5), (6,6), (4,6), (6,4), (5,6), (6,5), (4,5)}. 

Доказать, что S – отношение эквивалентности. Построить граф отношения S. 

Разбить на классы эквивалентности множество Х. 

54. На множестве Х = {a, b, c, d, e, f} задано отношение эквивалентности Т. 

Оно определяет разбиение этого множества на классы эквивалентности {a, 

b}, {c}, {d},  {e,  f}.  Записать  все  пары  элементов,  принадлежащих  этому  

отношению. Построить его граф. 

55. На множестве N задано бинарное отношение P: aPb ⇔ последняя 

цифра в десятичной записи числа а совпадает с последней цифрой в 

десятичной записи числа  b.  Доказать, что  P  –  отношение эквивалентности. 

56. Пусть А = {1, 2, 3}. Доказать, что заданное на А бинарное отношение 

R: хRу ⇔= |х|=|у|, является отношением эквивалентности. Найти классы 

эквивалентности. 

57. Доказать, что следующие отношения являются отношениями 

эквивалентности: отношение Р на множестве точек плоскости: (М1, М2)   Р 

⇔ ординаты точек М1 и М2 равны. Найти классы эквивалентности. 

Изобразить их на плоскости.  

58. Пусть A – множество студентов некоторого вуза. Является ли бинарное 

отношение R на множестве A отношением эквивалентности? Если ”да“, 

найти фактор-множество по этому отношению эквивалентности. 

1) R – множество пар студентов, получивших одинаковое 

количествовступительных баллов; 

2) R – множество пар студентов, празднующих день рождения в одном 

месяце; 

3) R – множество пар студентов из одной группы; 

4) R – множество пар студентов с разных курсов. 
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59. Пусть A – множество букв русского алфавита. Является ли бинарное 

отношение R на множестве A отношением эквивалентности? Если ”да“, 

найти фактор-множество по этому отношению эквивалентности. 

1) R – множество пар согласных букв одинаковой звонкости; 

2) R – множество пар букв, содержащих или две согласные, или две гласные 

буквы. 

60. Определяется ли отношением эквивалентности 

1) разбиение месяцев года по временам года; 

2) распределение студентов факультета по группам; 

3) распределение станций метрополитена по веткам; 

4) распределение местности на зоны пригородного сообщения? 

61. Пусть A – множество прямых на плоскости. Является ли бинарное 

отношение R на множестве A отношением эквивалентности? Если ”да“, 

найти фактор-множество по этому отношению эквивалентности. 

1) R – множество пар параллельных прямых; 

2) R – множество пар перпендикулярных прямых? 

62. Является ли бинарное отношение R на множестве A отношением 

эквивалентности? Если ”да“, найти фактор-множество по этому отношению 

эквивалентности. 

1) A – множество натуральных чисел, R – множество пар натуральных чисел, 

первое из которых является делителем второго; 

2) A – множество целых чисел, R – множество пар целых чисел, разность 

которых делится на m, где m ≥ 1 – заданное натуральное число. 

63. Пусть R – отношение эквивалентности на конечном множестве A. 

Верно ли, что 

1) все классы эквивалентности по отношению R содержат одинаковое число 

элементов множества A; 

2) каждый элемент множества A принадлежит какому-нибудь классу 

эквивалентности по отношению R; 
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3) могут быть элементы в множестве A, принадлежащие нескольким разным 

классам эквивалентности по отношению R; 

4) количество классов эквивалентности по отношению R не зависит от того, 

по каким элементам множества A они построены? 

64. Отношение R на  некотором  множестве ключевых слов  для поиска в 

Интернете определено следующим образом: пара ключевых слов а и b 

принадлежит  R , если и только если они начинаются с одного и того же 

символа. Является ли R  отношением эквивалентности?  

65. Покажите, что отношение “быть синонимами” является 

толерантностью. Является ли оно эквивалентностью? 

66. Проверить, является ли отношением эквивалентности на множестве 

всех прямых на плоскости отношение «непересекающихся прямых». 

67. Выясните, какие из следующих перечисленных отношений на 

множестве {0 ,1,...,9}  являются  отношениями эквивалентности.  Найдите  

классы эквивалентности.  

а) R1: aR1b   a b mod(3);  

б) R2: aR2b   a
2 b

2
 mod(10); 

в) R3: aR3b   ab 0 mod(2); 

г) R4: aR4b   | 2
a
- 2

b
|<16;  

д) R5: aR5b   НОД(a,b) =1.  

68. Пусть A – множество студентов некоторой группы. Является ли 

бинарное отношение R на множестве A частичным порядком?  

1) R – множество пар студентов, фамилия первого из которых располагается 

по алфавиту не позже фамилии второго; 

2) R – множество пар студентов, сумма вступительных баллов первого из 

которых не меньше суммы вступительных баллов второго 

69. Пусть A – множество месяцев года. Является ли бинарное отношение R 

на множестве A частичным порядком?  

1) R – множество пар месяцев, первый из которых идет в календаре не позже 

второго; 
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2) R – множество пар месяцев одного времени года 

70. Определяется ли отношением частичного порядка  

1) турнирная таблица участников соревнований; 

2) список студентов группы по алфавиту; 

3) распределение станций метрополитена по веткам; 

4) распределение местности на зоны пригородного сообщения? 

71. Является ли бинарное отношение R на множестве A частичным 

порядком?  

1) A – множество натуральных чисел, R – множество пар натуральных чисел, 

первое из которых является делителем второго; 

2) A – множество целых чисел, R – множество пар целых чисел, разность 

которых делится на m, где m ≥ 1 – заданное натуральное число.1 

72.  Постройте  диаграмму  непосредственных  предшествований  

отношения делимости на множестве {2,3,4,6,8,9,12,18,24,36}.  

73. Сколько различных отношений порядка можно определить на 

множестве из трех элементов? 
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Проверочный тест по теме «Бинарные отношения » 

 

Вопрос 1. Какими свойствами обладает бинарное отношение «х < у»?  

а) рефлексивность;  

б) симметричность;  

в) транзитивность;  

г) отношение эквивалентности.  

Вопрос 2.  Какими  свойствами  обладает  бинарное  отношение 

«Параллельность прямых»?  

а) рефлексивность;  

б) симметричность;  

в) транзитивность;  

г) отношение эквивалентности. 

Вопрос 3. Какими свойствами обладает бинарное отношение 

«Перпендикулярность прямых»?  

а) рефлексивность;  

б) симметричность;  

в) транзитивность;  

г) отношение эквивалентности.  

Вопрос 4. Какими свойствами обладает бинарное отношение «х ≥ у»?  

а) рефлексивность;  

б) симметричность;  

в) транзитивность; 

г) отношение эквивалентности; 

Вопрос 5. Какими свойствами обладает бинарное отношение «х > у»?  

а) рефлексивность;  

б) симметричность;  
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в) транзитивность;  

г) отношение эквивалентности. 

Вопрос 6. Какими свойствами обладает бинарное отношение «х   у»?  

а) рефлексивность;  

б) симметричность;  

в) транзитивность;  

г) отношение эквивалентности; 

Вопрос 7. Какими свойствами обладает бинарное отношение «Подобие 

треугольников»?  

а) рефлексивность;  

б) симметричность;  

в) транзитивность;  

г) отношение эквивалентности.  

Вопрос 8. Какими свойствами обладает бинарное отношение «Равенство 

треугольников»?  

а) рефлексивность;  

б) симметричность;  

в) транзитивность;  

г) отношение эквивалентности.  

Вопрос 9. Какими свойствами обладает бинарное отношение «х = у»?  

а) рефлексивность;  

б) симметричность;  

в) транзитивность;  

г) отношение эквивалентности; 

Вопрос 10. Какими свойствами обладает бинарное отношение 

«Перпендикулярность плоскостей»?  
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а) рефлексивность;  

б) симметричность;  

в) транзитивность;  

г) отношение эквивалентности;  

Вопрос 11.  Бинарное  отношение,  которое  одновременно  является 

рефлексивным, симметричным и транзитивным, называется…  

а) субъективным отношением;  

б) отношением эквивалентности;  

в) отношением толерантности;  

г) отношением частичного порядка.   

Вопрос 12  Если  для  любого  х  выполняется  условие  хQх,  то  это 

бинарное отношение…  

а) эквивалентное;  

б) симметричное;  

в) рефлексивное;  

г) транзитивное.  

Вопрос 13. Пусть А = {5, 6, 7}, В = {1, 0}. Тогда А В равно:  

а)  {(5, 1), (5, 0), (6, 1), (6, 0), (7, 1), (7, 0)};  

б)  {(5, 1), (6, 0), (7)}; 

в)  {(1, 5), (1, 6), (1, 7), (0, 5), (0, 6), (0, 7)}.  

Вопрос 14.  Рефлексивное,  антисимметричное  и  транзитивное  отношение 

называется…  

а) отношением частичного порядка;  

б) классом эквивалентности;  

в) прямым произведением;  

г) отношением эквивалентности.  

Вопрос 15. Если из того, что для любых х, у выполняется хQу, следует, что 

выполняется уQх, то это бинарное отношение…  
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а) биективное;  

б) симметричное;  

в) антисимметричное;  

г) рефлексивное.  

Вопрос 16. Если из того, что для любых х, у выполняется хQу и yQz  

следует, что хQz, то это бинарное отношение…  

а) рефлексивное;  

б) антисимметричное;  

в) симметричное;  

г) транзитивное.  

Вопрос 17. Пусть Х – множество точек отрезка [4, 5], а Y – множество точек 

отрезка [5, 6]. Тогда Х Y – множество точек квадрата с вершинами в точках:  

а)  (4, 5), (5, 6), (5, 4), (6, 5);  

б)  (20, 25), (25, 30), (5, 5), (5, 6);  

в)  (4, 5), (4, 6), (5, 5), (5, 6).  

Вопрос 18. Установить соответствие между бинарным отношением и  

его свойствами.  

1) «х < у»   а) Не рефлексивно, не симметрично, 

транзитивно 

2) «Параллельность прямых»  б) Рефлексивно, симметрично, 

транзитивно  

3) «Перпендикулярность прямых»  

 

в) Не рефлексивно, симметрично,   

не транзитивно 

 

Вопрос 19 Установить соответствие между бинарным отношением и его 

свойствами.  

1) «х  у» а) Рефлексивно, не симметрично,   

транзитивно 
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2) «Подобие треугольников» б) Рефлексивно, симметрично, 

транзитивно 

3) «Перпендикулярность   

плоскостей»  

в) Не рефлексивно, симметрично,   

не транзитивно 

 

Вопрос 20. Установить соответствие между бинарным отношением и его 

свойствами.  

1) «Равенство треугольников»   а) Рефлексивно, симметрично,  

транзитивно 

2) «х > у»   б) Не рефлексивно, не симметрично, 

транзитивно 

3) «Перпендикулярность   

прямых»  

 

в) Не рефлексивно, симметрично,   

не транзитивно 

Вопрос 21. Установить соответствие между бинарным отношением и его 

свойствами.  

1) «х = у»   а) Рефлексивно, симметрично, 

транзитивно 

2) «Перпендикулярность 

плоскостей»  

б)  Не  рефлексивно,  симметрично,  не  

транзитивно 

3) «х   у» в) Рефлексивно, не симметрично, 

транзитивно 
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Ключ к проверочному тесту по теме «Бинарные   

отношения »  

Вопрос 1 Ответ: в) транзитивность 

Вопрос 2 Ответ: а) рефлексивность;  

б) симметричность;  

в) транзитивность;  

г) отношение эквивалентности 

Вопрос 3.  

 

Ответ: б) симметричность 

Вопрос 4. Ответ: а) рефлексивность;   

в) транзитивность  

Вопрос 5. 

 

Ответ: в) транзитивность 

Вопрос 6. Ответ: а) рефлексивность;  

в) транзитивность  

Вопрос 7. Ответ: а) рефлексивность;  

б) симметричность;  

в) транзитивность;  

г) отношение эквивалентности 

Вопрос 8. Ответ: а) рефлексивность;  

б) симметричность;  

в) транзитивность;  

г) отношение эквивалентности 

Вопрос 9 Ответ: а) рефлексивность;  

б) симметричность;  

в) транзитивность;  

г) отношение эквивалентности 

Вопрос 10. Ответ: б) симметричность  

 

Вопрос 11 Ответ: б) отношением   



59 

эквивалентности  

Вопрос 12 Ответ: в) рефлексивное  

Вопрос 13. Ответ: а)  {(5, 1), (5, 0), (6, 1), (6, 

0), (7, 1), (7, 0)};  

Вопрос 14 Ответ: а) отношением   

частичного порядка  

Вопрос 15.  Ответ: б) симметричное 

Вопрос 16 Ответ: г) транзитивное 

Вопрос 17.  Ответ: в) (4,5), (4,6), (5,5), (5,6) 

Вопрос 18.  Ответ: 1 – а, 2 – б, 3 – в 

Вопрос 19.  Ответ: 1 – а, 2 – б, 3 – в 

Вопрос 20 Ответ: 1 – а, 2 – б, 3 – в 

Вопрос 21. Ответ: 1 – а, 2 – б, 3 – в 
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